Modele regresi
od teorii
do praktyki

Dominik Krezotek
Agnieszka Orwat-Acedanska
Grazyna Trzpiot

Od klasycznych modeli liniowych po nowoczesne podejscia
nieparametryczne i addytywne

EDEICEDCD

e-edu—Libri



Modele regres;ji
od teorii
do praktyki



Dominik Krezotek
Agnieszka Orwat-Acedanska
Grazyna Trzpiot

Modele regresji
od teorii
do praktyki

eoedu—Libri

Krakéw-Legionowo 2025



© edu-Libri s.c. 2025

Redakcja merytoryczna i korekta: Danuta Kaminska-Hass
Projekt okladki i stron tytulowych: GRAFOS

Ilustracja na okladce: Dominik Krezotek

Recenzent:
Prof. dr hab. J6zef Stawicki

Publikacja dofinansowana przez Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

Wydawnictwo edu-Libri
ul. Zalesie 15, 30-384 Krakéw
e-mail: edu-libri@edu-libri.pl

Sklad i tamanie: GRAFOS

Druk i oprawa: OSDW Azymut Sp. z o.0.
1.6dz ul. Senatorska 31

ISBN druk 978-83-66395-99-2
ISBN pdf 978-83-68441-00-0
ISBN epub 978-83-68441-01-7
ISBN mobi 978-83-68441-02-4



Spis tresci

1. Wprowadzenie 7
2. Modele regresji ....... 11
3. Modele regresji liniowej 17
3.1. Standardowy model regresji liniowej 17
3.2. Klasyczny model regresji wielorakiej 22
3.3. Model logitowy dla binarnej zmiennej objasnianej 30
3.4. Mieszany liniowy model regresji 33

4. Klasyczne rozszerzenia modeli regresji 35
4.1. Nieparametryczny model FeGresji ........couiiiiniiiineimciiciiciiisicisiesisiassiasians 35
4.2. Standardowy addytywny model Fegresji ........ccimiininciiiiiiisicisieisiesiaeens 40
4.3. Addytywny model regresji Poissona 46
4.4. Przestrzenny MOdel FEGIES]i.....orniuriuniiniireireineineiseiseiseiseiseisessessessessesessesssscssessessessenas 56

5. Analiza danych a modele regresji 65
5.1. Regresja krokowa 65
5.2. Regresja skltadowych gtéwnych 69
5.3. Uogo6lnione modele regresji 79
5.3.1. Binarne modele regresji 80

5.3.2. Log-liniowy model Poissona 82

5.3.3. Uogdlniony liniowy model 82

5.4. Regulowana regresja 85
5.4.1. Regresja grzbietowa 85

5.4.2. Regresja LASSO 86

Uwagi koncowe 93
Zakonczenie 95
Bibliografia 103
Indeks 105




1. Wprowadzenie

Rozwdj nauk statystycznych, stanowiacych podwaliny analizy danych, datuje sie
na przetom wiekéw XVIII i XIX. Rozwdj statystyki jest paralelny do rozwoju ma-
tematyki (rys. 1.1). Najczesciej u podwalin rozwoju metod statystycznych wymie-
niamy twierdzenia rachunku prawdopodobienstwa, badanie korelacji oraz
twierdzenie o rozkladach warunkowych sir Thomasa Bayes’a. Réznica mierzona
w latach pomiedzy publikacja twierdzen o rozkladzie dwumianowym a publikacja
twierdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym to blisko 150 lat. Wéwczas zapi-
sano dowody analityczne sformulowanych i ogloszonych twierdzen [Trzpiot, Kre-
zotek, 2018, s. 112—-132].
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Zrédio: hitps://www.slideshare.net/capgemini/impact-of-big-data-on-analytics



1. Wprowadzenie

Kolejnym krokiem milowym w rozwoju nauk statystycznych bylo okreslenie zasad
modelu regresji. Najwczesniejsza forma regresji byta metoda najmniejszych kwa-
dratéw opublikowana przez Legendre’a w 1805 r. [Legendre, 1805, s. 72—80] oraz
Gaussa [Gauss, 1809, s. 205-224]. Obaj naukowcy zastosowali te metode do usta-
lenia, na podstawie obserwacji astronomicznych, orbit cial wokét Stonca, przede
wszystkim komet, ale takze pdzniej nowo odkrytych mniejszych planet. Gauss
opublikowat kolejny etap rozwoju teorii najmniejszych kwadratéw w 1821 roku
[Gauss, 1821], w tym wersje twierdzenia Gaussa-Markowa.

Termin regresja zostal wprowadzony przez Francisa Galtona w XIX wieku w celu
opisania pewnego zjawiska biologicznego polegajacego na tym, ze wzrosty potom-
kéw wysokich przodkéw mialy tendencje do regresu w kierunku $redniej (zjawi-
sko znane réwniez jako regres w kierunku $redniej) [Galton, 1989, s. 80—86]. Dla
Galtona regresja miata tylko znaczenie w odniesieniu do zjawiska biologicznego,
niemniej jednak jego prace zostaly pdzniej rozszerzone m.in. przez Yule’a i Pearso-
na [Pearson, Yule, 1903, s. 211-236] oraz Fishera [Fisher, 1922, s. 597-612] na
bardziej ogdlny kontekst statystyczny.

W modelowaniu statystycznym analiza regresji jest zbiorem proceséw statystycz-
nych stuzacych do szacowania zalezno$ci miedzy zmiennymi. Obejmuje wiele
technik modelowania i analizowania zmiennych, gdy nacisk potozony jest na zwia-
zek miedzy zmienna zalezna i jedna (regresja prosta) lub wieksza liczba zmien-
nych niezaleznych (regresja wieloraka). Mdéwigc dokfadniej, analiza regresji
pomaga zrozumie¢, w jaki sposob zmienia sie warto$¢ typowa zmiennej zaleznej
(zwanej predykcyjna), gdy zmienia sie dowolna ze zmiennych niezaleznych (pre-
dyktoréw), przy zachowaniu zasady ceteris paribus.

Metody regresji nadal stanowia obszar aktywnych badan. W ostatnich dziesiecio-
leciach opracowano nowe metody regresji stabilnej, regresji uwzgledniajacej sko-
relowane odpowiedzi, takie jak szeregi czasowe i krzywe wzrostu, w ktorej
zmienng predykcyjng lub zmienna odpowiedzi sa krzywe, obrazy, wykresy lub in-
ne ztozone obiekty danych. Warto réwniez podkresli¢, ze metody regresji stano-
wig fundament ekonometrii — dziedziny zajmujacej si¢ ilosciowym opisem,
modelowaniem i weryfikacja zalezno$ci ekonomicznych. Modele regresji sa w eko-
nomii powszechnie wykorzystywane do analizy wplywu czynnikéw makroekono-
micznych, badania zaleznosci miedzy zmiennymi finansowymi czy prognozowania
zjawisk gospodarczych. W dalszej cze$ci ksiazki, omawiajac przyklady dotyczace
danych ekonomicznych, wielokrotnie bedziemy odwolywacd sie wtasnie do regresji
jako podstawowego narzedzia analizy ekonometrycznej [Gruszczynski i in., 2009;
Borkowski i in., 2003]. Ekonometryczny model regresji r6zni sie od statystycznego
modelu regresji tym, ze jest osadzony w kontekscie ekonomicznym i podlega do-
datkowym wymogom interpretacyjnym i diagnostycznym [Pitera, 2019; Tatar-
czak, 2022; Gladysz, 2013]. W modelu ekonometrycznym szczegélna uwage
przyklada sie do doboru odpowiedniej postaci funkcji, weryfikacji zalozer modelu
(np. homoskedastyczno$ci, braku autokorelacji, normalnosci sktadnika losowego)
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oraz testowania hipotez ekonomicznych, co wymaga zastosowania rygorystycz-
nych procedur statystycznych [Gladysz, 2013; Tatarczak, 2022].

Powstaly kolejne metody regresji uwzgledniajace rézne typy brakujacych danych,
regresja nieparametryczna, bayesowskie metody regresji, regresja, w ktérej zmien-
ne predykcyjne sa mierzone z btedem, regresja z wiekszg liczba zmiennych pre-
dykcyjnych niz obserwacje i wnioskowanie przyczynowe z regresja. Analiza
regresji jest szeroko wykorzystywana do przewidywania i prognozowania, gdzie
jej zastosowanie w znacznym stopniu pokrywa sie z dziedzing uczenia maszyno-
wego. Analiza regresji stuzy rowniez do zrozumienia, ktére sposréd zmiennych
niezaleznych sa powiazane ze zmienng zalezna i do zbadania form tych zaleznosci.
W warunkach ograniczonych analize regresji mozna wykorzysta¢ do wnioskowa-
nia o zalezno$ciach przyczynowych miedzy zmiennymi niezaleznymi i zaleznymi.
Jednak moze to prowadzi¢ do zludzen lub falszywych relacji, wiec nalezy zacho-
wacé ostrozno$¢ (przykladowo korelacja nie dowodzi zwiazku przyczynowego)
[Armstrong, 2012, s. 689].

Efektywnos¢ metod analizy regresji w praktyce zalezy od formy procesu genero-
wania danych i od tego, w jaki sposéb odnosi sie do zastosowanego podejscia re-
gresyjnego. Poniewaz prawdziwa forma procesu generowania danych nie jest
ogoélnie znana, analiza regresji czesto zalezy w pewnym stopniu od przyjecia zato-
zen na temat tego procesu. Te zalozenia sa czasami sprawdzalne, jesli dostepna jest
wystarczajaca ilo§¢ danych. Modele regresji sa czesto przydatne, nawet jesli zalo-
zenia s3 umiarkowanie naruszone, chociaz moga nie by¢ optymalne. Jednak w wie-
lu zastosowaniach, zwlaszcza przy niewielkich efektach lub kwestiach
przyczynowosci opartych na danych obserwacyjnych, metody regresji moga da-
wa¢ mylace wyniki [Bishop, 2006, s. 3].
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Termin regresja oznacza metode pozwalajaca na zbadanie zwiazku pomiedzy
zmiennymi i wykorzystanie tej wiedzy do przewidywania nieznanych wartosci
jednych wielko$ci na podstawie znajomos$ci warto$ci innych. Zwiazek ten moze
by¢ dalej wykorzystywany do prognozowania wartosci zmiennej objasnianej. Ce-
lem modelowania jest opis wplywu zadanego zbioru zmiennych wyjasniajacych
Xy, ..., X, na zmienna objasniana Y. Zmienna objasniana Y nazywana jest réwniez
zmienna zalezng, zmienne wyjasniajace nazywane sa rowniez zmiennymi nieza-
leznymi. Poszczegdlne modele réznia si¢ rodzajem zmiennej objasnianej (zmienna
ciggta lub skokowa: binarna, skategoryzowana albo przeliczalna) oraz rodzajem
zmiennych wyjasniajacych (ktére moga by¢ réwniez ciagle lub skokowe, w tym
binarne lub skategoryzowane). W bardziej ztoZzonych przypadkach jest takze moz-
liwe wlaczenie przedzialéw czasowych, zmienne mozna opisa¢ przestrzennie (np.
poprzez ich rozmieszczenie lub polozenie geograficzne) albo mozna uzy¢ wskaz-
nikéw dla grupy.

Gléwna cecha modeli regresji jest to, ze zwigzek miedzy zmienna objasniang Y
i zmiennymi wyjasniajacymi X, .., X, nie jest deterministyczny, nie jest funkcja
f(xy, ..., x,) wartosci x, ..., X;, a funkcja opisujaca zwigzek zmiennych losowych, za-
tem obserwujemy bledy losowe. Oznacza to, ze zmienna obja$niana Y'jest zmien-
na losowsa, ktérej rozklad zalezy od zmiennych objasniajacych. Chcemy
odpowiedzie¢ sobie na pytanie, jak zmienia si¢ warto$¢ oczekiwana zmiennej Y
w zaleznosci od warto$ci X = x;, ..., X, zmiennej X = X, .., X, czyli E(Y) = f(xy, ..., X4),
gdzie fx,, .., x,) jest funkcja regresji opisujaca poszukiwany zwiazek.

W celu wstepnej oceny zaleznosci najczesciej konstruuje sie diagramy korelacyjne.
Ich wage doskonale uwypuklit Anscombe [Anscombe, 1973, s. 17-21], ktéry skon-
struowal 4 zbiory danych o identycznych podstawowych charakterystykach, ale
diametralnie réznych diagramach korelacyjnych. Srednia dla kazdej zmiennej x,
wynosila 9, dla zmiennej y, 10; wariancja dla x; byla réwna 7,5, a dla y, wynosita 2,75;
wspoélczynnik korelacji liniowej wynosit 0,816 dla kazdego zbioru oraz prosta re-
gresji miala posta¢ y =3 + 0,5x.

11
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Rysunek 2.1. Cztery zestawy danych sktadajace sig na kwartet Anscombe’a

Zrédto: https://en.wikipedia.org/wiki/Anscombe%27s_quartet, dostep 15.03.2025.

Pierwszy wykres punktowy (u géry po lewej) wydaje sie przedstawia¢ prosta zalez-
no$¢ liniowa odpowiadajacg dwém skorelowanym zmiennym, gdzie y mozna mo-
delowac jako rozklad gaussowski ze srednia liniowo zalezna od x. W przypadku
drugiego wykresu (prawy gérny rég) zwiazek miedzy dwiema zmiennymi jest
oczywisty, jednak nie jest on liniowy, a wspélczynnik korelacji Pearsona nie jest
istotny. W tym przypadku bardziej odpowiednia bylaby regresja nieliniowa i od-
powiadajacy jej wspdlczynnik determinacji. Na trzecim wykresie (w lewym dol-
nym rogu) modelowana zaleznos$¢ jest liniowa, ale powinna miec¢ inna linie regresji
(wymagana bylaby odporna regresja). Obliczona regresja jest rownowazona przez
jedna wartos$¢ odstajaca, ktéra wywiera wystarczajacy wplyw, aby obnizy¢ wspét-
czynnik korelacji z 1 do 0,816. Czwarty wykres (na dole po prawej) pokazuje przy-
ktad, w ktérym jeden punkt o duzej dzwigni wystarcza do uzyskania wysokiego
wspolczynnika korelacji, mimo Ze inne punkty danych nie wskazuja na zaden
zwiazek miedzy zmiennymi. Zatem kazda omdéwiona sytuacja powinna by¢ anali-
zowana z wykorzystaniem innego modelu regresji'.

W analizie modeli regresji wykorzystujemy réwniez liczne wizualizacje — tzw. wy-
kresy diagnostyczne. Przyktadowo:

! Dane wykorzystane do analiz zaprezentowanych w ksiazce sa dostepne na platformie GitHub pod adresem:
https://github.com/dominikkrezolek/Modele-regresji-od-teroii-do-praktyki. Zawarte w ksiazce analizy empi-
ryczne zostaly przeprowadzone w programach RStudio, Statistica oraz w arkuszu kalkulacyjnym Excel.

12
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e Wykres dzwigni — wykorzystywany do zbadania, czy wystepuja obserwacje
odstajace. Dla kazdej reszty jest obliczana tzw. sita dZwigni zwana réwniez
wplywem (miara wplywu obserwacji na oceny estymatoréw regresji). W mo-
delu adekwatnym sita dZwigni nie powinna by¢ zbyt duza, gdyz oznacza to, ze
pojedyncza obserwacja ma duzy wplyw na oceny parametréw. Przyjmuje sie,
ze obserwacja jest wplywowa, jesli przekracza dwukrotno$¢ $redniej sity
dzwigni. Inng podobna miara wplywu obserwacji na model jest odleglos¢
Cooka. Pokazuje ona réznice miedzy wyznaczonymi warto$ciami wspolczyn-
nikéw a wartos$ciami obliczonymi przy wyltaczeniu danego przypadku z obli-
czen. Wszystkie odleglo$ci powinny by¢ tego samego rzedu. Jesli nie sa, to
mozna przypuszczal, ze dany przypadek (przypadki) mial istotny wplyw na
obciazenie wspélczynnikdéw réwnania regresji. Czesto preferuje sie analize
odleglosci Cooka zamiast analizy warto$ci wptywowych. Powinna ona by¢
mniejsza od 1, jesli chcemy uzna¢ model za adekwatny. Graficzna prezentacja
narys. 2.2.
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Rysunek 2.2. Wykres dzwigni i odlegtosci Cooka

Zrédto: opracowanie wiasne.

e Wykres reszt — wykres przedstawiajacy na jednej osi warto$ci estymowane,
a na drugiej reszty lub standaryzowane reszty. Powszechna praktyka jest uzna-
wanie, ze obserwacja jest odstajaca, jezeli jej reszta standaryzowana (lub studen-
tyzowana) jest wieksza co do wartosci bezwzglednej od 2. Dla modelu
adekwatnego $rednia warto$¢ reszt nie powinna zaleze¢ od warto$ci dopasowa-
nia (powinni$my w wyniku dosta¢ pas punktéw losowo rozmieszczonych wokét
prostej y = 0). Przykladowy wykres reszt pokazano na rys. 2.3.
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Ksigzka ,Modele regresji — od teorii do praktyki” to kompleksowy przewodnik
po roznych typach modeli regresyjnych — od klasycznych modeli liniowych po
nowoczesne podejscia nieparametryczne i addytywne.
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ng zaréwno dla studentéw, jak i praktykéw analizy danych. Kazde zagadnienie
teoretyczne jest poparte przyktadami z danych rzeczywistych i interpretacja
wynikéw. Autorzy szczegdtowo pokazuja, jak oceni¢ jakos¢ modelu. Ksigzka
nie ogranicza sie do regresji liniowej, ale uwzglednia réwniez inne rodzaje,
jak regresja logitowa, nieparametryczna, mieszana, GAM oraz inne. Analiza
danych z réznych rynkéw sprawia, ze czytelnik lepiej rozumie warto$¢ modeli
regresji w praktyce. Dzieki temu stanowi nowoczesne i aktualne zrodto wiedzy,
ktore moze by¢ cennym uzupetnieniem nawet dla bardziej zaawansowanych
analitykow.

W przeciwienstwie do bardziej formalnych akademickich opracowan, ksiazka
napisana jest przystepnym jezykiem, z mysla o czytelniku na réznych poziomach
zaawansowania. Autorzy wyjasniaja kazdy krok analizy, co sprawia, ze publikacja
moze stuzy¢ zaréwno studentom, jak i praktykom analizy danych.

Autorzy sa pracownikami Katedry Demografii i Statystyki Ekonomicznej Uni-
wersytetu Ekonomicznego w Katowicach
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